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Borne supérieure et inférieure

E Définition 1.1.0.1

Soit. A une partie non vide de R.

» Un réel M est une borne supérieure de A si :
Vre A,z < M

» Un réel m est une borne inférieure de A si :
Vee A,x>m

On peut aussi dire que A est majorée (resp. minorée) si elle admet une borne
supérieure (resp. inférieure).

® Remarque 1.1.0.1

A est bornée si elle est majorée et minorée, c’est-a-dire s’il existe deux réels m et M
tels que :
Vee Am<z<M

1. SmtA—?,nEN Ona:VneN, " > 0. Donc A est minorée par m = 0.

2
On a aussi quand n — +o00 : 75 — +oo. Donc A n’est pas majorée.

2. So1tB—1+(+)1,n€N* On a: Vn€N|1+( 1|<2 Donc B est bornée.

W Théoréme 1.1.0.1 (Axiome de la borne supérieure)

Toute partie non vide majorée de R admet une borne supérieure (le plus petit réel
majorant), noté sup(A).



® Remarque 1.1.0.2
Soit A une partie non vide et majorée de R. Soit M = sup(A). Alors :

Vee A,x < M
VYa majorant de A, M < «

® Propriété 1.1.0.1 (Caractérisation de la borne supérieure)

Soit A une partie non vide et majorée de R. Soit § = sup(A) (1). Alors :

@) Vae A:a<f 3) (caractérisation séquentielle)Va € A :a < 3
Ve>0,Ja, € A:a.>p—¢ (an), € AV : a,, — B(n — +00)

Q Preuve
On va montrer que (1) <= (2) < (3).
Pour cela, on va montrer que (1) = (2), (2) = (3) et (3) = (1).
> (1) = (2):
[ est un majorant de A, donc Va € A :a < 3.
Donc : Ve > 0: 5 —¢€ < . Or B est le plus petit majorant de A.
Donc : § — € n’est pas un majorant de A, car 3 est le plus petit majorant

de A.
Donc : da, € A:a. > — .
> (2) = (3):
Soit5=n+L1>0pourn€N.
Donc:EIanEA:B—nLH<an<ﬂ.
Donc : lim, ., 5 — nLH = [ et lim,, 1.0 = [, donc par gendarmes :

a, — f(n — 400).

> (3) = (1):
Soit @ un majorant de A. Or d’apres (3), I(a,), € AV : a, — B(n — +00).
Donc : Vn € N, a,, < a.
Donc par passage a la limite : § < . Donc [ est le plus petit majorant de
A. Donc = sup(A).

Soient a,b € R tels que a < b. On pose a,, = a + nLH(b —a) pour n € N.
Ona:VneN,a, > a.

Onaaussi:Vn € N;b—a, =b— (a+ ;5(b—a)) = ij > 0. Donc Vn € N, a,, < b.
Donc : Vn € Nja < a, < b.

Or : lim, 400 @, = a+ (b—a) = b. Donc par la caractérisation spécifique de la borne
supérieure, on en déduit que : sup(a,,n € N) = b.




® Propriété 1.1.0.2

Soit A une partie non vide et majorée de R. Si # est un majorant de A tel que g € A,
alors 8 = sup(A) et dans ce cas, [ est appelé le maximum de A, noté max(A).

Q Preuve

On prend (a,), une suite constante égale & 5. Donc a,, — f (n — +00).
Donc par la caractérisation spécifique de la borne supérieure, on en déduit que :
sup(A) = . Donc f3 est le maximum de A. [ |

iHt Exercice 1.1.0.1

Soit A = {(=1)";25,n € N}. Déterminer sup(4).
Solution : On a: Vn € N, (—1)"-25 < 1. Donc A est majorée par M = 1 (que n soit
pair ou impair...).

On a aussi : Vn € N, (=1)",25 > —1. Donc A est minorée par m = —1.

Donc A est bornée.

o n_2
Ona:VneN, (-1)*"2s < 1.

Or : lim,_, 1 o(—1)* 2511 = 1. Donc par la caractérisation spécifique de la borne

supérieure, on en déduit que : sup(A) = 1. En revanche, 1 ¢ A, donc A n’admet pas
de maximum.

W Théoréme 1.1.0.2 (Axiome de la borne inférieure)

Toute partie non vide minorée de R admet une borne inférieure (le plus grand réel
minorant), noté inf(A).

Ve A,z > a

Vm minorant de A,a > m

a =inf(A) <= {

Q  Preuve

Soit A une partie non vide et minorée de R.

On pose —A = {—z,2 € A}. Donc —A est une partie non vide et majorée de
R.

Donc d’apres I'axiome de la borne supérieure, —A admet une borne supérieure,
notée = sup(—A).

On pose a = —f.

Donc :Vr € A,—x < f3,donc Ver € A,x > —f = a.

Soit m un minorant de A. Donc : Vx € A,z > m, donc Vo € A, —x < —m.
Donc —m est un majorant de —A. Donc : f < —m, donc —( > m, donc o > m.
Donc « est le plus grand minorant de A. Donc a = inf(A). [




® Remarque 1.1.0.3
Soit A une partie non vide et minorée de R. Alors inf(A) = —sup(—A).

® Propriété 1.1.0.3  (Caractérisation de la borne inférieure)

Soit A une partie non vide et minorée de R. Soit a = inf(A) (1). Alors :

@) Vace A:a>a 3) (caractérisation séquentielle)Va € A :a > «
Ve>0,Ja. € A:a. <a+¢ (an)n € AN : a,, — a(n — +00)

Q  Preuve
On va montrer que (1) <= (2) < (3).
Pour cela, on va montrer que (1) = (2), (2) = (3) et (3) = (1).
> (1) = (2):
« est un minorant de A, donc Va € A:a > a.
Donc : Ve > 0: a+ € > a. Or « est le plus grand minorant de A.
Donc : e + € n’est pas un minorant de A, car « est le plus grand minorant

de A.
Donc:da.,€ A:a. < a+e.
> (2) = (3):
: 1
Soit € = -5 > 0 pour n € N.
Donc:3Ja, €EA:a<a, <o+ —

n+1°

1 — o et limy,_ 00 = «, donc par gendarmes :

Donc : lim, , o o + ]

a, = a(n — 400).
» (3) = (1):
Soit m un minorant de A. Or d’apreés (3), I(a,), € AY : a, — a(n — +00).
Donc : Vn € N, a,, > m.
Donc par passage a la limite : « > m. Donc « est le plus grand minorant

de A. Donc o = inf(A).
|

® Propriété 1.1.0.4

Soit A une partie non vide et minorée de R. Si o est un minorant de A tel que a € A,
alors a = inf(A) et dans ce cas, « est appelé le minimum de A, noté min(A).

® Remarque 1.1.0.4

« minorant de A

min(A) = a < {
a€cA




iHt Exercice 1.1.0.2

Soit A= {(-1)";25,n € N*} Déterminer inf(A).
Solution : On a : Vn € N*
pair ou impair...).

On a aussi : Vn € N*, (

Donc A est bornée.

On a : Vn € N*, ( 21)in1+1 —1.

Or: lim, . o % = 0. Donc par la caractérisation spécifique de la borne inférieure,
on en déduit que : inf(A) = —1. En revanche, —1 ¢ A, donc A n’admet pas de

minimum.

< 1. Donc A est majorée par M = 1 (que n soit

> —1. Donc A est minorée par m = —1.

B Définition 1.1.0.2 (sup() et inf() pour des fonctions)

Soit I un intervalle de R et f : I — R une fonction. On appelle 'image de f I’ensemble

f)={f(z),z eI} CR.

» Si f est majorée, alors f(I) est majorée et on note sup(f(I)) la borne supérieure
de Pensemble image de f. On écrit aussi : AM e R,Vx € I : f(z) < M.

» Si f est minorée, alors f(I) est minorée et on note inf(f(7)) la borne inférieure
de 'ensemble image de f. On écrit aussi : Im € R, Vx € I : f(z) > m.

» On peut écrire sup(f) ou sup,c; f(x) au lieu de sup(f(1)) et inf(f) ou inf,¢; f(2)
au lieu de inf(f(1)).

Déterminer les bornes supérieures et inférieures des fonctions suivantes :

1. f:arl—)gj%ﬂdeRl—)R.

2. frx— S5 deRT = R

Solution :

1. Ona: f'(z) = = $2+1) Doncf’( )=0 < z=+1.
On a aussi : f'(z) > <~ =z € —-L1l et filx) <0 <= =z €
] — o0, —1[U]1, 00|
Donc f est croissante sur | — 1, 1] et décroissante sur | — oo, —1[U]1, +o0].
Donc f admet un maximum en x = 1 et un minimum en x = —1, car

VzeR: f(z) < 5 et f(z) > —13.
Donc : sup(f) = max(f) =1 et inf(f) = min(f) = —1.
2. Ona: f'(z) = (xH)Q > 0. Donc f est strictement croissante sur RY.
Donc f admet un minimum en x = 0.
On a: f(0) =0.
Donc : inf(f) = O.
On a aussi : lim,_, 1 f(z) = 1. Donc par la caractérisation spécifique de la
borne supérieure, on en déduit que : sup(f) = 1.




® Remarque 1.1.0.5
Soient f: D+ Ret A € R. Alors :

» Si f est majorée, alors Af est majorée si A > 0 et minorée si A < 0.
On a : sup(Af) = Asup(f) si A > 0 et inf(Af) = Asup(f) si A < 0.

» Si f est minorée, alors \f est minorée si A > 0 et majorée si A < 0.
On a : inf(Af) = Mnf(f) si A > 0 et sup(Af) = Ainf(f) si A < 0.

® Propriété 1.1.0.5

Soit f : D — R une fonction. Alors :
1. sup,ep f(z) <a < Ve e D, f(z) <a.
2. infuep f(x) > b < VYo e D, f(x) > b.

Q Preuve




Valeur absolue d’'un réel

E Définition 2.2.0.3

Soit z € R. La valeur absolue de z, notée |z|, est définie par :

T six >0
|z| = . ou encore par : |z| = max(z, —x)
—x siz <0

® Propriété 2.2.0.6

1. VzeR |z >0et 2| =0 <= z=0.
2. Vz,y e R, |z +y| < |z| + |y]-
3. Vz,y € R, |z - |y| = |zyl.

® Remarque 2.2.0.6

1. || <0 <= z=0.
2. |z|? = 22

3.Vr>0:|z|<r < —r<z<r.

Soient x,y € R. Montrer que : ||| — |y|| < |z + y|.

Solution : (méthode 1)
Ona:lz|=lz+y—y|<|lz+yl+|-yl=]z+yl+]yl

Donc : |z] — |y| < [z + yl.

De méme, on a: |y| = |y + o —=| < [y +a[+ | —z[ = |y + 2| + [=].
Donc : [y| — |z| < |y + =|.

Donc : —|z| + |y| < |z +y|.

Done : |lz] = [yl| < |z +yl.

Solution : (méthode 2)

Ona:fo+y) < ol +lsl = |o+uP < (al + lyl)? = fof? + 2elly] + P
Donc : |z + y|* < 22 + 2|zy| + 3>



Donc : |z + y|? — (22 + ¢?) < 2|xy|.

Donc : |z + y|? — (22 + y?) + 2zy < 2|zy| + 2xy.

Donc : (z +y)? < 2(|zy| + zy).

Or : |ay] +y > 0. Done : (& +)* < (2] — g™

Donc : |z 4+ y| < ||z| — |y||- Montrer que : |z —y| > ||z]| — |y]]-
Solution : (suivre la méme démarche en posant y' = —y)

B Définition 2.2.0.4 (2 et 27)

Soit z € R. On définit :

r7 = max(z,0) et = =max(—z,0).

Onadonc:z=z"—2z".

® Propriété 2.2.0.7

Soit z € R. Alors :
1. |z| =2t +2".

2. x| =22t —x=x—2x".

3. xt = 2Hal o p— = zzHal
. 5 =,
4. max(x,y) = %p:—m et min(z,y) = Hy_Th_y'
Q  Preuve
1. Siz >0, alors 27 =z et 7 =0. Donc z* + 2~ =z = |z|.
Sixz <0, alorszt =0et 2~ = —x. Donc 2t + 2~ = —x = [z].
2.0na: |zl =2+ =2t + (¥ —2) = 227 — 2. De méme, on a :
e =2t 42" =(r—2")+2” =z —22".
3. Ona: 2zt = |z|+ 2. Donc: at = %'”Tl De méme, on a : 2z~ = |z| — .
oo — —ota]
Donc : 27 = —+—.

x+y+2lx_y|~ En effet, si x > y, alors max(x,y) = z et

rty+le—yl _
5 =

4. On a : max(x,y) =
atytlz—yl _
. =
ty—y+r __
S = .
On suit la méme démarche pour min(z,y).

z+y42»mfy —7x. Sir < Y, alors maX(%y) =Y et

® Remarque 2.2.0.7
Vr,y € R, max(z,y) =y + max(x —y,0) =y + (x —y)".




® Propriété 2.2.0.8

Soient f, g : I — R deux fonctions continues sur I (avec I C R). Alors les fonctions
max(f, g) et min(f, g) sont continues sur I.

yEyTr p———
—glr) =" —1)

Figure 2.1 — La fonction max(f,g) (en vert) est continue si f et g le sont.

Q Preuve
Soit xp € I. On veut montrer que max(f,g) est continue en xy. Soit € > 0. On
cherche § > 0 tel que :

v — 20| <6 = |max(f(z),g(x)) —max(f(zo),g(w0))| <e
On a :
| max(f(x), g(x)) — max(f(zo), g(z0))| < |f(x) = f(20)| + [9(z) — g(xo)|-

Comme f et g sont continues en xy, il existe 65 > 0 et d, > 0 tels que :

Y

N

|z —wo| <y = |f(x) — f(wo)| <
€
|z — w0 <6y = [g(z) — g(w0)| < 5
On prend § = min(dy, d,). Alors, si |x — x| < 0, on a :
€ €
| max(f(z), g(x)) — max(f(zo), g(wo))| <5+ 5 =

Donc max(f, g) est continue en xy. De méme, on montre que min(f, g) est continue

en . [ |

® Propriété 2.2.0.9

Soit a € R tel que Ve > 0,a < e. Alors a = 0.

10



Q Preuve

Méthode 1 : Supposons que a > 0, on prend € = § > 0. Donc a < g, ce qui
est absurde.

Méthode 2 : On a Ve > 0, —a > 0. Donc a est minorant sur R%. Donc
inf(R}) <= 02> a, et comme a > 0, on en déduit que a = 0. [

-> Conséquence 2.2.0.1

Soit a,b € C tels que : Ve > 0, |a — b|] < e. Alors a = b.

11



I Parties denses dans R

Partie entiére d’un réel

E Définition 3.3.1.5

Soit € R. La partie entiere de x, notée E(x) ou [z], est le plus grand entier relatif
inférieur ou égal a .
On peut aussi écrire : E(z) = max{k € Z, k < x}.

sty = E(x) — E(x)

Figure 3.1 — Graphe de la fonction partie entiere f(z) = E(z).

® Remarque 3.3.1.8

Soit € R. Alors :

» E(z) <z < E(z)+ 1.

> z— 1< E(x) <z

> E(x)=n <= n<z<n+1pournc€Z.
» E(x)=n <= z—nel0,1] pour n € Z.

12



3.2. Parties denses

® Propriété 3.3.1.10

Vo € R,Vm € Z, E(x + m) = E(x) + m. Cette application est croissante.
Vk € Z,Nz € [k, k+ 1[, E(z) = k.

VeeR: E(x) =2 < z€Z.

Vee R,Vk € Z,E(x + k) = E(z) + k.

E(z) <z < E(x)+1

E(y) <y<E(y) +1

— E(x)+ E(y) <z +y < E(z) + E(y) +2

— FE(z+vy) € {E(x)+E(y),E(z)+ E(y) + 1}
— FE(z+y)=FE@)+E{y)+E(x+E(@x)+y— E®y)).

6. Va,beR/b—a>1:Fke€Z,a<k<b.

= 50

5. Vm,yeR:{

iHt Exercice 3.3.1.3

Résoudre dans R l'inéquation : F(—z) = —FE(z). Solution :
Six € Z, alors E(—z) = —E(x), car E(z) =z et E(—x) = —=.
Donc Z C S.

Siz ¢ Z, alors E(x) < z < E(z)+ 1. Donc —E(z) — 1 < —z < —E(x). Donc
E(—z)=-E(z) — 1.

Donc = ¢ S.

Donc S = Z.

Parties denses

E Définition 3.3.2.6  (Partie dense)

Soit D une partie non vide de R. On dit que D est dense dans R lorsque pour tout
couple (u,v) € R? tel que u < v, il existe un élément d € D tel que u < d < v.

@ Proposition 3.3.2.1

Les ensembles Q (nombres rationnels) et R \ Q (nombres irrationnels) sont denses
dans R.

13



3.2. Parties denses

Q  Preuve (Preuve de la densité de Q)

Soient u,v € R avec u < v. On a donc v — u > 0. Par la propriété d’Archimede,
il existe un entier ¢ € N* tel que ¢ > viu. Ceci implique que g(v — u) > 1, soit
qu > qu + 1. Les réels qu et qu sont donc distants de plus de 1. Il existe donc
un unique entier p € Z tel que qu < p < qu+ 1. On a alors qu < p < qu, et en

divisant par ¢ (qui est strictement positif), on obtient u < § < v. Nous avons

trouvé un rationnel %’ dans Uintervalle |u, v[, donc Q est dense dans R. [ |

Q  Preuve (Preuve de la densité de R\ Q)

Soient u,v € R avec u < v. On consideére Uintervalle Ju — v/2,v — v/2[. Comme
Q est dense dans R, il existe un rationnel r € Q tel que u — V2 < r < v — /2.
En ajoutant V2, on obtient u < r + /2 < v. Posons d = r + /2. Le nombre
d est irrationnel. En effet, si d était rationnel, alors d — r = /2 serait aussi
rationnel (comme différence de deux rationnels), ce qui est absurde. Nous avons
trouvé un irrationnel d dans Uintervalle |u, v], donc R\ Q est dense dans R. H

@ Proposition 3.3.2.2 (Caractérisation séquentielle de la densité)

Une partie D est dense dans R si et seulement si pour tout réel z € R, il existe une
suite (d,), d’éléments de D qui converge vers x.

D dense <= Vr € R,3(d,), € D" t.q. lim d, ==z

n—-+o0o

14



3.3. Applications de la densité

Q Preuve

(=) Supposons D dense dans R. Soit = € R. Pour tout n € N*, on consideére
Vintervalle I, =]z — £, 2 + [, Puisque D est dense, il existe un ¢lément d,, € D
dans cet intervalle. On a donc :

1 1
VneN, rz——<d,<zx+—
n n

Comme limnﬁoo(a:—%) = liquoo(xA—%) = x, d’apres le théoreme des gendarmes,
la suite (d,,), converge vers z.

(<) Supposons que pour tout réel z, il existe une suite d’éléments de D qui
converge vers x. Soient u,v € R avec u < v. Posons x = “T”L” Par hypothese, il
existe une suite (d,), d’éléments de D qui converge vers z. Par définition de
la convergence, pour € = “5* > 0, il existe un rang N € N tel que pour tout
n > N,on a |d, — x| < e. Ceci signifie que z — ¢ < d,, < x + £. En remplacant
x et € par leurs valeurs, on obtient :

u—+v v—u<d <u+v+v—u
2 2 " 2 2

— u<d,<v

Nous avons trouvé un élément de D dans l'intervalle |u, v[, donc D est dense. B

Pour tout z € R, la suite (d,), définie par d, = % est une suite de nombres

rationnels qui converge vers x. En effet, on a 'encadrement nz — 1 < |nz| < nax,
d'ou x — % < d, < z. Par le théoreme des gendarmes, lim,, ,, d, = x.

Applications de la densité

W Théoreme 3.3.3.3 (Egalité de deux fonctions continues)

Soient f et g deux fonctions continues de R dans R. Soit D une partie dense de R. Si
f et g coincident sur D (c’est-a-dire Va € D, f(x) = g(x)), alors f et g sont égales
sur R tout entier.

15



3.3. Applications de la densité

Q. Preuve
Soit z € R. Puisque D est dense dans R, il existe une suite (d,,),, d’éléments de D
qui converge vers x. Par hypothese, pour tout n € N, on a f(d,,) = g(d,,). Comme
les fonctions f et g sont continues sur R, on peut utiliser la caractérisation
séquentielle de la continuité :

lim f(d,) = f(lim dy) = f(x)

n—oo n—oo

lim g(d,) = 9(7111%%10 dy) = g(z)

n—oo

Puisque les suites (f(d,)), et (g(d,)), sont égales, elles ont la méme limite. Par
unicité de la limite, on a donc f(z) = g(x). Ceci étant vrai pour n’'importe quel
x € R, on conclut que f = g. |

iHt Exercice 3.3.3.4

» Soit f: R — R une fonction continue sur R telle que : Vz € R, f(z)sin(z) = 0.
Montrer que f = 0.

» Déterminer 'ensemble des fonctions continues sur R telles que : Vo € R, f(x+y) =
f(z)+ f(y) (Equation de Cauchy).

Solution :

» On pose D = {z € R,sin(z) # 0}. Donc D = R\ {7n,n € Z}. On utilise la carac-
térisation séquentielle de la densité dans R. On pose a,, une suite définie telle que
ap,=xsix €D

an = km + L sinon, avec k € Z tel que kr =z et kr <km+ L < (k+ 1)m

16
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